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Gruppenibung 4
Aufgabe 1 Untersuchen Sie die Stabilitat der Ruheld@®) des Systems
X =%

Xo =0

mit Hilfe der FunktionV (x1,xp) := 3 (¢ +x3).
Losung:
Mit dem AnsatV (x1,%2) = 2 (x:? +x.?) folgt

V=(x X) (_313) =—x* (1)

V ist negativ semidefinit, d.h. die Ruhela@®0) ist stabil. Wir versuchen die asymptotische Stabilitét mi
dem Satz von LaSalle zu zeigen, d.h. wir untersudhen0. Um mit LaSalle auf asymptotische Stabilitat
zu schlieRen, dirfen in der Menge= {x € R?|x; = 0} keine ganzen Losungskurven enthalten seirx Ist
eine Losung, die identisch i verlauft, dann isk; = 0. Nun folgt ausg = 0 nurx; = 0 und das zeigt
uns wieder nux; = 0, d.h. wir bekommen keine weiter Aussage und damit konriemit LaSalle keine
weitere Aussage treffen.

Tatsachlich sieht man unmittelbar, dass die gagz&chse Ruhelagen des System sind und das System ent-
koppeltist. D.h. die zweite Koordinate jeder Losung ish&@mnt und kann nicht gegen Null konvergieren,
was fur die asymptotische Stabilitat notwendig ware.

Aufgabe 2 SeiU : R — R zweimal stetig differenzierbar mit einem strikten MinimuimO. Betrachten Sie das
Newtonsche System
X=-0U.

Ist 0 eine Ruhelage des Systems? Untersuchen Sie gegehitneief Stabilitat dieser Ruhelage.
Ldsung:

DaU ein striktes Minimum in 0 hat, muss der Gradient an der S€ellerschwinden, damit hat das System

sicher eine Ruhelage bei 0. Um Stabilitatsaussagen machdmnen fihrt man das System auf ein System
von Differentialgleichungen erster Ordnung zuriick unlgiaéirsomit direkt die Zustandsraumdarstellung

des Systems. Genauer wahlt man zB= x undx, = x und erhalt

Xl = X2
oo Y @
2= Xm.
Mit der Linearisierung des Systems kommt man hier nichteveitenn betrachtet man
0 1
Df={ s o] ©)
~

so erkennt man, dass der Realteil der Eigenwerte selbstNialhist, wennU” (0) = aZTLl’(O) > 0. Stattdes-
sen betrachten w¥ : R? — R definiert durch

V (X1, Xp) := %x22+u (x1) —U(0).

. Jou ouU
Vore (5] (5e) =0 @

Der Ursprung ist somit stabil. Man tiberlege sich anhandsBeispieles dass die Ruhelage nicht asym-
ptotisch stabil sein muss.

Man stellt fest



Aufgabe 3 Im folgenden betrachten wir das lineare System

X = Ax+ Bu
y=Cx
mit A € R™" undC € R™" wobeim < n ist. Wir nehmen an das#,C) beobachtbar ist und dass die

Gleichung . .
A'P+PA=-C'C

fur ein positiv definited erfullt ist. Was konnen Sie Uber die Stabilitat der Rialge 0 aussagen?
Losung:

Der Punkixy = 0 ist genau dann eine Ruhelage des Systems, wenn
Axo+Bu=0+Bu=0 ®)

gilt. Daher wird im FolgendeBu= 0 angenommen.

Wir betrachten die Funktion
V(x) = x"Px (6)

Weil P positiv definit ist, ist aucV positiv definit. Fun gilt:
V =X"Px+x"Px=x" (ATP+PAx= —x"CTCx< 0. 7

Damit istV negativ semidefinit und die Ruhelage 0 ist stabil. Wir béttac jetzt noche := {xc R"|Cx = 0},
also die Menge auf d&f = 0 ist und Uberpriifen, ob es Lésungen gibt die in dieserdédiegen. Sek also
eine Losung die identisch B verlauft. AusCx= 0 folgt danrCx = CAx= 0. Genauso erhalt m&»x =0

furke {2,...,n—1}. Insgesamt erhalt man also

C
CA
. x=0.
CA.n71

Die Matrix auf der linken Seite diese GleichungssystemdissBeobachtbarkeitsmatrix. Weil das System
gemal Annahme beobachtbar ist, hat diese Matrix vollergRad damit isi = O die einzige Losung des
Gleichungssystems. Mit LaSalle kdnnen wir also schl@fdfolgern, dass die Ruhelage 0 asymptotisch
stabil ist.

Aufgabe 4 Wir betrachten ein Pendel der Lanigenter Einfluss der Gravitation wie abgebildet in Abbildung 1
Wir nehmen an, das die Aufhangung linear gedampft ist uadddmpfungskonstantke R nicht-negativ
ist.

Abbildung 1: Pendel mit Langle

a) Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung des Systems.
Losung:

Mit Hilfe der Drallanderung ergibt sich fur das dargek&bystem:

24

mI%% = —mlgsinx — dx (8)



b)

d)

Schreiben Sie das System in Zustandsform, wobei als nesté@de; = x undx, = %)’( mit w = \/l§
gewahlt werden sollen. Verwenden sie die Abkurzdrg mLIZ um

X1 = WXo

Xo = —wSinx; — dx
zu erhalten.
Ldsung:

Man normiert (8), dadurch ergibt sich:

N g . d .

X=— T smx—mx. (9)
N~~~
—w? =d

Wahlt man nun die Zustande wie angegeben ergibt sich:
Xl =X= WX

1 . . . 10
Xo = a(—wzsmx— dx) = —wsinx; — dx. (10)

Bestimmen Sie die Ruhelagen des Systems.

Ldsung:
Um die Ruhelagen des Systems zu bestimmen, bestimmt marutigtellen des generierenden Vek-
torfeldes:
o WX
0=x= < —wsinx; — dx ) (11)

Aus der ersten Zeile von (11) ergibt sich sofert= 0. Damit ergibt sich fiKx:
0=sinxy < x1 =km, ke Z. (12)

Bestimmen Sie die Stabilitatseigenschaften der Rgleelanit der ersten Methode von Lyapunov in
Abhangigkeit vond. Bestimmen Sie zusatzlich die Stabilitatseigenschadier Ruhelage b€, 0)
mit der zweiten Methode von Lyapunov. Achten Sie bei der VdahlLyapunovfunktion auf mecha-
nische Eigenschaften des Systems.

Losung:

Erste Methode von Lyapunov:
Die Linearisierung des Vektorfeldes ergibt:

0 w
Df|kmo) = ( (—1)¢ 1w —d ) (13)
Das charakteristische Polynom ist somit:
X (Df| o)) = A% +dA + (—1)¥w? (14)

Fir gerade& undd > 0 ist das charakteristische Polynom ein Hurwitzpolynorh, die Ruhelagen
(2km,0), k € Z sind asymptotisch stabil. Fur ungerakleind d € R gibt es einen Eigenwert mit
positivem Realteil, damit sind die Ruhelagem+ 2k, 0), k € Z instabil.

Furd = 0ist fur die Ruhelagé0, 0) keine Stabilitatsaussage durch die Linearisierung imbgZweite
Methode von Lyapunov:

Die Energie des Systems ist bestimmt durch:

1
E(x) =Img(1-cosq) + 5Img %? (15)
Bei der Definitheit vorvV undV spielen die positiven Konstanten keine Rolle, deswegdritwizan

V(X) = (1—cosq) + %x}. (16)



Mit diesem Ansatz ergibt sich:

: . WX
V = (sinx; ) (—dxz— (f)sinx1> — _dx?. a7

Damit ergibt sich die Stabilitat der Ruhelage b&i0). Um asymptotische Stabilitat zu gewahrleisten
benutzt man den Satz von LaSalle. Die Menge unseres Intsrest$(x1,X2) € R?|x, = 0}. Da wir

nur die asymptotische Stabilitat v, 0) nachweisen wollen, betrachten wir allerdings But {x €
[—¢€,€] x R|x2 = 0} fur ein € € (0, m). Dies ist auRreichend, d&, zumindest in einer Umgebung
des Ursprungs, positiv definit und < 0 ist, und es daher kompakte invariante Mengen gibt, die

den Ursprung enthalten. Aus = 0 folgt x, = 0 und damit—wsinx; — dx %=0 —wsinx; = 0. Der
einzige Punkt irE, der diese Bedingung erfillt i$0,0) und somit ist0,0) nach dem LaSalle’schen
Invarianzprinzip asymptotisch stabil.

Im Falled = 0 ist die Ruhelag€0,0) nicht asymptotisch stabil, dé = 0 ist und die Hohenlinien
vonV geschlossene Kurven sind.

Bestimmen Sie eine Menge, die zum Einzugsbereich derl&y@®, 0) gehort.

Zeichnen Sie dazu zuerst mit den vorher berechneten Inf@ngn ein Phasenportrait des Systems.
Bestimmen Sie dann die Menge, auf der die Lyapunovfunkfiaus d) positiv und gleichzeitiy
negativ (semi)definit ist. Ist diese Menge ein Einzugsloérder Ruhelage? Begriinden sie lhre Ant-
wort. Bestimmen Sie eine Abschatzung des Einzugsbergidhdilfe dieser Lyapunovfunktion.
Losung:

Fur das Phasenportrait miissen wir nach unseren Staduilittersuchungen zwei Falle unterscheiden,
namlichd = 0 undd > O.

Im Falled = 0 haben wir festgestellt, dass fifx;, x,) = (1—cosx) + 3x3 die Gleichung/ = 0 gilt.

D.h. das Vektorfeld verlauft tangential zu den HoherimvonV, siehe Abbildung 2

Der gedampfte Fall ist einBbrungdes ungedampften Systems. Wir haben vorher festgestadis
sich die Stabilitat der Ruhelagé@kr, 0) andert, so dass diese asymptotisch stabil sind. Die Stabi-
litat der anderen Ruhelagen andert sich nicht. D.h. witdén zumindest das Phasenportrait um die
Ruhelagen skizzieren. Exemplarisch ist ein Phasenpoirirabbildung 3 dargestellt.

Wir haben vorher schon festgestellt, d¥ss- 0 an den Stelleii2krt, 0) gilt. An allen anderen Stellen
ist V positiv. Des weiteren haben wit < 0 berechnet. Dies impliziert allerdings nicht, alle Punkte
aul3er den instabilen Ruhelagen den Einzugsbereich bikienunseren Berechnungen wissen wir,
dass die instabilen Ruhelagen Sattelpunkte sind. D.h.l#zgei Kurven, auf denen die Losungen
zu diesen Ruhelagen hin konvergieren.

Um eine Teilmenge des Einzugsbereichs ¥0r0) zu bestimmen suchen wir eine kompakte Teil-
menge fur die Lyapunov und LaSalle die asymptotische Btabérgeben. Am einfachsten wahlen
wir dazu eine Menge die durch eine Hohenlinie Wmingeschlossen wird. Der Einfachheit halber
verwenden den wir die Mengé; := {x € [-3, 3] x R|V(x) < 1}. Auf dieser Menge gilV (x) > 0
undV = —dx3 < 0. Da die Losung(t) stetig ist, konnen wir folgern dass positiv invariant ist. Mit
dem Satz von LaSalle folgt, dass das System fir alle Anfaedjagungen itd gegen 0 konvergiert,
d.h.H ist eine Teilmenge des Einzugsbereichs. Der RandH/@nrechnet sich durch

V(Xl,Xz) ; le X22 = 2C0%1.

Wahlt manx; =t erhalt man die Parametrisierungen des RandeddBenauer hat man die beiden
Randkurven

= t) = t te[-2 1

y(t) = V2cod y(t) = _\/2cod (6[—2,2])

In Abbildung 4 ist das Phasenportrait zusammen mit der EigpeH des Einzugsbereichs darge-
stellt.

AnmerkungFir allec € [0,2) gehortH. := {x € [—arcco$l — c),arcco$l —c)] x R|V(x) < c}, und
damitauctH := {x € (—m, m) x R|V(X) < 2} zum Einzugsbereich der Ruhela@&0).
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